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RESUMEN
El objetivo de este artículo es analizar la importancia de las economías de aglo-
meración en la determinación del tamaño y la dimensión óptima de un sistema de ciu-
dades. A partir de un modelo bisectorial de competencia perfecta explicamos la for-
mación y el crecimiento de las ciudades. Ello, nos obliga a suponer que en cada
aglomeración urbana existen dos sectores (economías domésticas y producción), la
familias poseen un nivel de utilidad exógeno y las funciones de producción se carac-
terizan por depender de un solo input trabajo, presentan rendimientos constantes a
escala y poseen un factor de progreso técnico neutral de Hicks.
La primera gran conclusión que se extrae de este estudio es que en la primera fase
de desarrollo de las ciudades, cuando existen economías de aglomeración, aquella
que está especializada en la producción de un determinado bien es a también la más
dimensionada y emplea a más trabajadores que la ciudad diversificada; sin embargo,
en la medida que aparecen las deseconomías de aglomeración, ésta última registra un
incremento poblacional y emplea más fuerza laboral. Otras conclusiones relevantes
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1 En el trabajo sobre el sistema de ciudades de Brakman y cols. (1999) aparece una síntesis de
las trabajos seminales y se discute las contribuciones de Krugman (1991).
que se extraen de este trabajo son: (1) la producción óptima coincide con  la de equi-
librio, y (2) cuando una ciudad alcanza su dimensión óptima, el diferencial de renta
del suelo es mayor o igual que el coste fijo de producción.
I. INTRODUCCIÓN
Desde que Mills (1967) puso de manifiesto la importancia de las economías de
aglomeración a la hora de analizar la formación de las ciudades, han sido muchos los
trabajos publicados que han contribuido a enriquecer la literatura sobre el tema en cues-
tión. Hasta épocas recientes, la teoría económica urbana se centraba en el análisis del
sistema de ciudades, tanto por el lado de la oferta (Weber, 1909 y Hoover, 1948), como
por el de la demanda (Arnott, 1979; Arnott y Stiglitz, 1979; Kanemoto, 1980; Yang y
Fujita, 1980, Hochman, 1981;…)1. El análisis del sistema de ciudades por el lado de la
demanda se ha centrado, fundamentalmente, en el estudio del papel que juega el con-
sumo de bienes públicos en la formación y crecimiento de las aglomeraciones urbanas.
Asimismo, también se han publicado numerosos estudios sobre la demanda de locali-
zación, distribución de la población y precio del suelo (Alonso, 1964; Mills, 1967;
Muth, 1969 y De Salvo, 1977); incluso, autores como Lucas (1988) y Raugh (1991)
plantean que los individuos obtienen utilidad de su interacción entre ellos.
La aproximación por la vertiente de la producción plantea que la concentración
de la actividad económica y social en torno a las ciudades viene definida por tres fuer-
zas económicas: la reducción del coste de transporte, la presencia de economías de
escala y, por último, la existencia de efectos externos de aglomeración. Respecto a
estos últimos, hay que distinguir entre efectos externos de localización, que son exter-
nos a la empresa e internos a la industria, y que permiten mantener los supuestos de
competencia perfecta (Henderson, 1974); y los efectos de urbanización, que son
externos a la industria y la empresa, pero internos al área urbana. Los antecedentes a
estos trabajos los encontramos en la «causación circular» de Myrdal (1957) y la teo-
ría sobre el coste de transporte de Hirschman (1959) que alcanza su apogeo con el
modelo de Krugman (1991), pero sin obviar los estudios previos de Von Thünen
(1826), Weber (1906), Christaller (1933), e incluso a Marshall (1890). La idea de los
efectos desbordamiento surgió en el trabajo seminal de Jacobs (1969) y se prolonga
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3 En Glaesser (1998) y Alonso-Villar y De Lucio (1999) se ofrece una visión panorámica sobre
los beneficios y costes de la aglomeración.
en Lucas (1988), David y cols. (1990) y Arthur (1990). Esta línea de investigación
continúa con Saxenian (1994), quien estudia la relación entre Silicon Valley y Stan-
ford University, y en Gaspar y cols. (1998) que analizan los desbordamientos «inte-
lectuales». Trabajos recientes como los de Benabou (1993), Rauch (1993) y Imaga-
wa (1997) interrelacionan tres aspectos claves: concentración industrial,
desbordamiento intelectual (educación) y crecimiento económico.
De las aglomeraciones no sólo se derivan beneficios, sino que también aparecen
costes o deseconomías de aglomeración2. Con frecuencia, este tipo de costes apare-
cen cuando las ciudades superan un tamaño determinado, alcanzan su límite y
comienzan a surgir los problemas. En este sentido, los argumentos de Becker (1968)
sobre el crimen; los de Khan (1996) sobre la contaminación o los de Glaesser (1998)
relativa a la selección adversa, nos hacen comprender mejor la realidad y los efectos
externos que se generan en las grandes metrópolis3.
De todo lo relatado hasta ahora, se concluye, que la literatura, hasta épocas recien-
tes, ha explicado el tamaño de ciudad en función de la fuerza de aglomeración domi-
nante en la misma (Fujita y Thisse, 1996), aunque la importancia e influencia que pue-
den ejercer elementos tales como la estructura del mercado interno no se ha analizado
en profundidad. De ahí, que consideremos oportuno investigar la formación y confi-
guración de sistemas de ciudades y su dimensión en base a un modelo bisectorial.
El principal objetivo en este estudio es investigar, conjuntamente, el papel que
juegan las economías de aglomeración en la determinación del tamaño y la dimen-
sión óptima de un sistema de ciudades. En este trabajo, además de profundizar en esa
línea, se analiza la relación entre el tamaño óptimo y de equilibrio. En definitiva, este
artículo se plantea con el firme propósito de contribuir a mejorar y ampliar el cono-
cimiento que se tiene acerca de la interacción entre estructura de mercado, economí-
as de aglomeración y sistema de ciudades.
Para alcanzar los objetivos enumerados anteriormente, organizaremos este traba-
jo en cuatro grandes apartados, que conjuntamente con esta introducción y las con-
clusiones, nos ayudarán a entender como se forma y crece un sistema de ciudades.
Para ello, en el epígrafe siguiente presentamos un modelo bisectorial, con dos fun-
ciones de producción, que nos va a permitir dar respuesta a los tres grandes interro-
gantes que dan sentido a este trabajo: ¿Cual es el tamaño de una ciudad en equilibrio?
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4 Al imponer la condición de que el nivel de utilidad U– de cualquier familia es constante e igual en
todo el territorio, estamos asumiendo que en una situación de equilibrio no tendrá lugar la migración.
5 Se entiende por ciudad monocéntrica, aquella que se compone de dos anillos concéntricos: el
central, llamado central bussines district (CBD), y el periférico, que es la zona residencial. El límite
de la ciudad (rf), es decir, del espacio urbano, coincide con el principio de la tierra de uso agrícola.
Para un mayor conocimiento de este tipo de modelos puede verse Fujita (1989). Por otro lado, deci-
mos que el sistema de ciudades es abierto, si hay libre circulación de personas y mercancías.
6 Las economías de localización son todos aquellos efectos externos derivados de la amplia ofer-
ta de población activa especializada, de las posibilidades de sustitución en el empleo, la proximidad
locacional de empresas con ligazones comerciales,… Cuando estas externalidades son de signo de
positivo, dan lugar a incrementos en el nivel de producción de los bienes X y Q.
7 Las economías de urbanización son todos aquellos efectos externos derivados de la concen-
tración urbana de la población activa, de la interacción entre los trabajadores de los distintos secto-
res, de la facilidad de transporte,… Cuando estas externalidades son de signo positivo, dan lugar a
incrementos en el nivel de producción del bien X.
(tercer apartado), ¿Y la dimensión óptima? (cuarto epígrafe) y, por último, ¿Existe
alguna relación entre tamaño óptimo y de equilibrio en un sistema de ciudades?
(quinto apartado).
2. DESCRIPCIÓN DEL MODELO
En este epígrafe se presenta un modelo bisectorial de sistema de ciudades, con
dos sectores: economías domésticas y producción. El sistema es el resultado, básica-
mente, de tres fuerzas que explican la concentración de la actividad económica y
social en torno a las mismas: la reducción del coste de transporte, la presencia de eco-
nomías de escala y, por último, la existencia de efectos externos de aglomeración
(localización y urbanización). Además, existe una movilidad perfecta entre las ciu-
dades que conforman el sistema, dado que se localizan en una llanura, sin accidente
geográficos y, por tanto, no existen restricciones para suponer que el modelo pro-
puesto, a priori, es de competencia perfecta. 
Si admitimos que estamos en una situación de equilibrio general, entonces el
nivel de utilidad U— de las economías domésticas o familias que habitan en la zona
residencial es exógeno4, y el suelo no es de propiedad privada (podríamos suponer
que el suelo es propiedad del Estado o de agentes no residentes (absent landlords). 
Por otro lado, asumimos que las ciudades en cuestión son monocéntricas y abier-
tas5. La ciudad A diversificada se caracteriza por producir los bienes X y Q y la pre-
sencia de las economías de localización6 y urbanización7; mientras que la ciudad B
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9 Los efectos externos de aglomeración incluyen a las economías de urbanización y localiza-
ción.
10 Se supone que LiX es constante en todo el territorio.
11 Se supone que LiQ es constante en todo el territorio.
está especializada en la producción de Q y, por tanto, tan sólo existen economías de
localización. 
Por último, suponemos que los precios unitarios PX y PQ los determina el mercado.
Una vez expuestos los supuestos del modelo, hemos de pasar a definir los rasgos
más reseñables que caracterizan a los sectores producción y economías domésticas.
2.1. El sector producción
Las funciones de producción X y Q se caracterizan por depender de un único
input L, que es el trabajo8; presentan rendimientos constantes a escala, ya que se tra-
ta de una relación de proporciones fijas; el factor de progreso técnico es neutral en
sentido de Hicks (y representa los efectos externos de aglomeración9); y por último,
la relación de producción Q es idéntica en todas las ciudades:
Xi = F (LXA, LQA) LiX ∀i∈X [1]
Qj = G (LQl) LjQ ∀i∈X [2]
siendo Xi es la cantidad de output X que produce la empresa i; Qj la cantidad de out-
put Q que produce la empresa j; LXA y LQB y es la cantidad de trabajo empleada en las
industrias X y Q de las ciudades A y B; LQ1 es la cantidad de trabajo empleada en la
industria Q de la ciudad l; LiX es el trabajo necesario para producir una unidad de X
en la empresa i10; y Lqj el trabajo necesario para producir una unidad de11.
Las funciones de producción [1] y [2] se comportan de acuerdo con las siguien-
tes propiedades:
Propiedad 1.                               y                                   , es decir, en la ciudad 
A, la productividad marginal de la función de efectos externos de urbanización es
positiva.
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Propiedad 2.                      , es decir, en la ciudad l, la productividad marginal de
la función de efectos externos de localización es positiva.
Propiedad 3: Las funciones de producción X y Q presentan rendimiento constan-
tes de escala y, por tanto, los efectos externos de aglomeración no afectan a la dimen-
sión industrial.
El objetivo de la empresa i será:
[3]
De igual modo se comportará la empresa j:
[4]
siendo Πi y Πj el beneficio de las empresas i y j, y W
mA
y W
ml
el salario medio en las
ciudades A y l, respectivamente.
A partir de las condiciones de primer orden de ambos problemas de optimización,
concluimos que:
[5]
[6]
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(2000) publicaron un trabajo sobre la importancia de los costes de commuting en las decisiones de
localización.
13 Y – T(r) es la renta disponible de las economías domésticas, una vez deducidos los costes de
transporte, y que destinan a la compra de Z y H.
es decir, la productividad marginal PM de las empresas i y j es igual al salario medio
W*
m
de las ciudades A y l , respectivamente.
2.2. Las economías domésticas
Las economías domésticas poseen dos características comunes: (1) cada familia
reside en una sola ciudad, y (2) el único lugar de trabajo es el CBD. A partir de ahí,
definimos la siguiente función de utilidad de las economías domésticas:
U = U (Z,h) [7]
siendo Z la cantidad del(os) bien(es) consumido(s) por una familia y h el suelo ocu-
pado por la misma.
La función de utilidad anterior cumple la siguiente propiedad:
Propiedad 4. U (Z,h) es continua y creciente, ∀ Z > 0 y h > 0.
Las familias han de realizar un gasto en transporte para desplazarse desde el
hogar hasta el lugar de trabajo, que se encuentra a una distancia r del CBD:
Propiedad 5. La función de coste de transporte o de commuting para una familia
situada a una distancia r del CBD es lineal a lá Muth-Mills12:
T(r) = tr;    t   >   0 [8]
siendo t es el coste de transporte por unidad de r.
A partir de las propiedades 4 y 5 podemos asumir que el objetivo de cualquier
economía doméstica es:
[9]13
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14 En este caso, el coste de oportunidad viene definido por el valor que tendría el suelo urbano,
si se destinase a otros usos alternativos.
siendo Y el nivel de renta de una familia; PZ el precio unitario del bien Z, que viene
determinado por el mercado; R(r) la renta unitaria del suelo situado a una distancia r
del CBD, es decir, es el coste de oportunidad de la tierra dedicada a uso residencial14;
y h(r) el suelo ocupado por una economía doméstica situada a una distancia r del CBD.
Si se resuelve el problema de maximización anterior, obtenemos las funciones de
demanda compensada de Z y h:
Zˆ (r) = zˆ [Y – T (r), P
z
–1] [10]
Hˆ (r) = hˆ [Y – T (r), P
z
–1 (r)] [11]
Estas dos funciones de demanda cumplen la siguiente propiedad:
Propiedad 6. 
Sustituyendo las ecuaciones [10] y [11] en [7], obtenemos la función de utilidad
indirecta:
V [Y – T (r)] = U– ∀ r >rf [12]
es decir, en equilibrio, todas las familias poseen el mismo nivel de bienestar U–, con
independencia de la ciudad en la que habiten, ya que se trata de un sistema de ciuda-
des abierto, entre las que existe perfecta movilidad de personas:
La inversa de [12] representa la función de renta del suelo:
V –1 = B [Y – T (r), U– ] [13]
En equilibrio, la oferta y la demanda unitaria de suelo coincidirán y, por tanto:
R (r) = B [Y – T (r), PZ, U–] ∀ r ∈ [0, rf] [14]
que es la máxima renta que una economía doméstica estaría dispuesta a pagar por una
unidad de suelo situada a una distancia r del CBD, pero manteniendo un nivel de uti-
lidad U– .
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es la renta que ha de recibir cada empleado del sector producción para mantener el nivel
de utilidad U–.
Una vez descrito el modelo y los dos sectores del mismo, hemos de proceder a
estudiar cual será el tamaño de una ciudad en una situación de equilibrio.
3. EL TAMAÑO DE UNA CIUDAD EN EQUILIBRIO
Para deducir el tamaño de la ciudad en una situación de equilibrio, comenzamos
suponiendo que la renta máxima que una familia ha de pagar por una unidad de tie-
rra, en el límite de la zona residencial de la ciudad rf, será igual al coste de oportuni-
dad de ese suelo destinado a otros usos Rs (i. e. agrícola,…):
Rs = B [Y – T (r), Pz, U–] [15]
siendo Rs > 0.
Operando en la expresión anterior, obtenemos la función del límite urbano en
equilibrio:
rf = r (Y, U–) [16]
El número de familias que pueden habitar en la ciudad es:
[17]
siendo N (Y, U–) la cantidad total de población.
Si invertimos la expresión anterior, obtendremos la función de costes marginales
de una familia cuando desea mantener el nivel de utilidad U–:
Y (N, Pz, U–) = N–1 (Y, U–) [18]
En una situación de equilibrio, el salario monetario medio W*
m
ha de ser igual al
coste marginal privado Y (N, Pz, U–) y al ingreso marginal de las economías domésti-
cas W
m
15
. Por tanto, las condiciones de primer orden [5] y [6] se pueden expresar así:
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16 N*A y N*B representan el tamaño de la población de la ciudades A y B en una situación de equi-
librio, respectivamente.
PMi
x
(L
xA
, LQA) = PM
i
Q (LQA) ≡ Y (LXA + LQA, U
–) = Y (NA, U–) = W*mA ∀i∈X [19]
PM jQ (LQ1) ≡ Y (LQ1 U
–) = Y (Nrl, U–) = W*ml siendo l = A y B; ∀j∈Q [20]
Si además existe pleno empleo en el sistema de ciudades, entonces toda la pobla-
ción estará empleada:
NA = LXA + LQA [21]
NB = LQB [22]
siendo LXA y LQA   la población empleada en los sectores X y Q de la ciudad A, y LQB la
población ocupada en el sector Q de la ciudad B.
Para poder deducir el tamaño de una ciudad en equilibrio, hemos de definir las
siguientes propiedades:
Propiedad 7. , es decir, a medida que en la ciudad habitan más fami-
lias, mayor es el coste que han de soportar las mismas.
Propiedad 8.                         , es decir, a medida que se eleva el nivel de utilidad
de las economías domésticas que habitan la ciudad, mayor será el coste marginal pri-
vado.
En base a todo lo anterior, podemos formular los siguientes teoremas:
Teorema 1. En un sistema con dos ciudades A y B en equilibrio y pleno empleo,
si Y (N*A, U–) >/<Y (N*B, U–)16, entonces W*mA>/< W
*
mB
y, por tanto, N*
A
>/< N*
B
para un
nivel de utilidad U–.
Dem: véase apéndice B.1.
Teorema 2. En un sistema con dos ciudades A y B en equilibrio y pleno empleo,
en las que tan sólo se produce un único bien Q, si  N*
A
>/< N*
B
, entonces  LQA >/< LQB.
Dem: véase apéndice B.2.
A partir de los teoremas anteriores, se puede analizar la relación entre los tama-
ños de las ciudades que conforman el sistema. Para ello hemos de realizar, previa-
mente, la siguiente definición:
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∂PMQ (LQ)18 Si se asume que ——————> 0, implícitamente se está admitiendo la presencia de economías ∂LQ
de aglomeración en la industria Q.
Definición 1: Sea L– X > 017 y U– > 0,
De la primera parte de esta definición, se infiere, que en una situación de equili-
brio, el coste marginal privado Y (L– X + LQ, U–)es superior a la productividad marginal
PMQ (LQ) de la industria Q, pues a medida que aumenta, marginalmente, el nivel de
población activa LQ en dicho sector, mayor será el coste que ha de soportar cada fami-
lia para mantener el nivel de utilidad U–; sin embargo, la segunda parte de la defini-
ción evidencia todo lo contrario, es decir, que el coste marginal privado es inferior a
la productividad marginal en el sector Q.
A partir de la definición anterior, podemos formular un teorema que relaciona el
tamaño de las ciudades en un sistema en equilibrio:
Teorema 3. En un sistema de ciudades A y B en equilibrio y pleno empleo, con un
sector de producción bisectorial, si se da la primera condición de la definición 1,
entonces N*
A
< N*
B
; por el contrario, si se presenta la condición ii), entonces
N*
A
> N*
B
.
Interpretación geométrica. i) De las ecuaciones [19], [20], [21] y [22], se infiere,
que en un sistema de dos ciudades A y B en equilibrio y pleno empleo, PMX (LXA, LQA)
≡ Y (LXA, LQA, U– = W*mA y PMQ (LQB) ≡ Y (NB, U
–) = W*
mB
. Si se sustituyen estas dos
expresiones en la primera parte de la definición 1 y operamos, concluimos que N*
A
< N*
B(véase figura 1).
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ii) Por analogía, si se sustituyen las dos expresiones anteriores en la segunda
parte de la definición 1 y operamos, concluimos que N*
A
> N*
B
(véase figura 2).
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Corolario del teorema 3. i) En el caso de la condición primera de la definición 1,
la situación de equilibrio es inestable, ya que al ser W*mB> W
*
mA
se iniciará un proce-
so migratorio desde la ciudad A hacia B, que dará lugar a que los puntos de equilibrio
EA y EB estén más distantes, si se compara con la situación de partida (véase figura 3).
ii) En el caso de la condición segunda de la definición 1, la situación de equili-
brio es estable, ya que al ser W*mB< W
*
mA
, se iniciará un proceso migratorio desde la
ciudad A hacia B, que dará lugar a que los puntos de equilibrio EA y EB estén más pró-
ximos, si se compara esta nueva posición con la de partida (véase figura 4).
El análisis realizado hasta ahora, se correspondía con una situación de economí-
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19 L
—X
A es el número de empleados en el sector X de la ciudad A, que se supone exógeno.
20 L
—Q
A es el número de empleados en el sector Q de la ciudad A, que se supone exógeno.
21 L
—Q
B es el número de empleados en el sector Q de la ciudad B, que se supone exógeno.
as de aglomeración. A continuación, estudiamos el tamaño de una ciudad en equili-
brio, pero asumiendo la posible presencia de deseconomías de aglomeración en la 
industria . Para ello, hemos de comenzar redefiniendo las pro-
piedades 1 y 2:
Propiedad 1’. 
Propiedad 2’.
A partir de las propiedades 1’ y 2’ se puede analizar la relación entre los tamaños
de las dos ciudades del sistema en una situación de equilibrio:
Teorema 4. Si L– XA > 0, en un sistema de dos ciudades A y B en equilibrio, con
pleno empleo y ante la presencia de deseconomias de aglomeración, si Y ( L– XA + LQA,
U–)>Y (LQB, U–), entonces N*A < N*B.
Interpretación geométrica. En la figura 5 se observa que si Y ( L– XA + LQA, U–)> Y
(LQB, U–), el tamaño poblacional en una situación de equilibrio N*A de la ciudad diver-
sificada A será inferior, si se compara con N*B (la ciudad B está especializada en la
producción de Q).
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Corolario del teorema 4. Dado un nivel de utilidad U–, si  L– XA , entonces el equili-
brio será estable, ya que  W*
mA
> W*
mB
y, por tanto, parte de la población de la ciudad
especializada B migrará hacia la ciudad diversificada A, de tal modo que los puntos
de equilibrio EA y EB tienden a converger. 
Hasta ahora se ha considerado que el nivel de utilidad  U– no variaba, sin embar-
go, en el siguiente teorema vamos a analizar el tamaño de equilibrio en un sistema de
ciudades, cuando se incrementa el bienestar de las familias:
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Teorema 5. En una ciudad especializada, con economías de aglomeración y ple-
no empleo, si , el tamaño de la población en una
situación de equilibrio disminuirá, si aumenta el nivel de utilidad de las economías
domésticas U–.
ii) si , el tamaño de la población N* en una situación de
equilibrio aumentará, si se incrementa el nivel de utilidad de las economías domés-
ticas U—.
Interpretación geométrica. i) En la figura 7 se observa que en una ciudad espe-
cializada (es decir, con tan sólo una industria Q), con economías de aglomeración y
en la que existe pleno empleo (y, por tanto se cumple la condición [22]), si se verifi-
ca la propiedad 8 y, además, , cualquier incremento en el 
bienestar de las familias U– (se pasa de U–1 a U–2) generará una disminución del tama-
ño poblacional N* (se pasa de N*1 a  N*2).
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ii). En la figura 8 se observa que en una ciudad especializada, con economías de
aglomeración y en la que existe pleno empleo, cuando se verifica la propiedad 8 y,
además, , cualquier incremento en el bienestar de las familias
U– (se pasa de U–1 a U–2) genera un aumento del tamaño poblacional N* (se pasa de N*1
a N*2 ).
Teorema 6. En una ciudad especializada, con deseconomías de aglomeración y
pleno empleo, el tamaño de la población N* en equilibrio disminuirá, si aumenta el
nivel de utilidad de las economías domésticas U–.
Interpretación geométrica. En la figura 9 se observa que en una ciudad especia-
lizada (es decir, con tan sólo una industria Q), con deseconomías de aglomeración y
en la que existe pleno empleo (y, por tanto se cumple la condición [22]), cuando se 
verifica la propiedad 8 y, además, ,cualquier incremento en el bienestar
de las familias U– (se pasa de U–1 a U–2) generará una disminución del tamaño pobla-
cional N* (se pasa de N*1 a N*2).
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Los dos teoremas anteriores evidencian que el crecimiento de una ciudad espe-
cializada está condicionado por la productividad marginal y depende de la función de
efectos externos de aglomeración. Efectivamente, cuando existen economías de aglo-
meración, cualquier incremento en el bienestar de las familias generará una disminu-
ción del tamaño de la población en una situación de equilibrio, siempre y cuando 
; por el contrario, el tamaño de la ciudad aumentará, si 
. Sin embargo, cuando existen deseconomías de aglomeración,
cualquier incremento en el nivel de utilidad contribuirá a que disminuya el tamaño de
la ciudad.
De los teoremas 5 y 6 también se infiere que el nivel de bienestar de las econo-
mías domésticas se incrementará, siempre que disminuya el tamaño de la población
y, simultáneamente, existan deseconomías de aglomeración. Efectivamente, cuando
hay una congestión derivada del exceso de dimensión de la ciudad, los costes que se
derivan para las familias superan a los beneficios (Glaesser, 1998).
Una vez que se ha analizado el tamaño de una ciudad en equilibrio, hemos de
pasar a estudiar la dimensión óptima de la misma.
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22 Tal y como se reseña en el apéndice A.1, en la especificación de la función de utilidad esta-
mos asumiendo que existe una estructura organizativa de diferenciación de producto.
23 La función objetivo planteada es similar a la propuesta por Abdel-Raman (1987), Kanemoto
(1980) y Schweizer (1985).
24 Se asume que cada bien Zj posee una función de costes idéntica y con rendimientos constan-
tes a escala, que adopta la siguiente forma lineal:
LZj = L0 + lZj ; L0 y l > 0, ∀ j ∈ Z
siendo LZj la cantidad de trabajo necesaria para producir Zj; L0 el coste fijo de producir Zj y l el coste
medio.
4. TAMAÑO ÓPTIMO DE UNA UNIDAD
Para analizar el tamaño óptimo de una ciudad monocéntrica, con un gobierno local
encargado de la planificación y el ordenamiento territorial, hemos de suponer que la
Administración Pública puede expropiar suelo destinado a otros usos, i. e. agrícola,…,
y arrendarlo a las familias a una renta R, con el fin de que la ciudad alcance la dimen-
sión óptima. Asumimos, que todas las economías domésticas poseen una función de
utilidad separable y estrictamente cuasicóncava (véase apéndice A.1)22.
El objetivo del gobierno local será maximizar el excedente de renta S, que se defi-
ne como la diferencia entre los ingresos de producción y el coste de mantenimiento
del nivel de utilidad  U– 23:
[23]
siendo m(r) el número de familias situadas a una distancia r del CBD. 
La función objetivo anterior está sujeta a las restricciones del suelo urbano,
población y pleno empleo en la ciudad:
• Restricción de suelo urbano: d(r) > m(r) h(r) ∀ r < rf , siendo d(r) la oferta
de suelo urbano a una distancia r del CBD.
• Restricción de población: N = 
0
∫rf m(r) dr.
• Restricción de pleno empleo: N = LX + LZ24; siendo LZ la cantidad de trabajo
necesaria para producir Z.
• Restricción de la capacidad de producción de X: X = cLX; siendo c la cantidad
de trabajo necesaria para producir una unidad del bien X.
• Restricción del equilibrio entre oferta y demanda de Z: Z = 
0
∫r ˆZ(r) m(r) dr; sien-
do ˆZ(r) la función de demanda compensada de Z.
A la vista de lo anteriormente expuesto, se trata de resolver un problema de con-
trol, en el que los precios sombra son: Rs(r) (para el caso del suelo urbano), φ (para
la restricción de población), Ψ (de producir X), χ (el del trabajo requerido para pro-
ducir Z), η (para la restricción de pleno empleo) y ζ (para el supuesto de equilibrio
entre oferta y demanda de Z). Para solucionar este problema (véase apéndice A.2) es
necesario que Rs(r), φ, χ, η y ζ ∈ , siendo 0 < r < rf; de tal modo, que las condicio-
nes de optimización son:
[24]
[25]
[26]
Las condiciones de transversalidad para LZ, LX, N, n, X y Z son:
η – χn = 0 [27]
ψc – χ = 0 [28]
–φ + χ = 0 [29]
22 JOSÉ LUIS SÁEZ LOZANO
SISTEMAS DE CIUDADES Y TAMAÑO: UN MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL 23
25 Véase Sáez Lozano y Brañas Garza (2001). En este estudio se formulan dos teoremas en los
que se analizan estas cuestiones.
[30]
PX – ψ = 0 [31]
ζ – lφ = 0 [32]
[33]
La ecuación [24] representa el coste marginal social que supone un incremento
infinitesimal del número de familias m(r) localizadas a una distancia r del CBD, man-
teniéndose constante el nivel de bienestar U–. Por otra parte, si asumimos que la ren-
ta de la tierra R(r) es igual al coste de oportunidad de ese suelo destinado a usos agrí-
colas RS(r), concluimos que la expresión [25] expresa la relación marginal de
sustitución entre suelo y el bien X. Por el contrario, la ecuación [26] es la relación
marginal de sustitución entre los bienes Z y X.
Las condiciones [27] y [28] representan el beneficio marginal social de los
empleados en los sectores X y Z, respectivamente, en una situación de pleno empleo.
Sin embargo, la expresión [29] nos indica que en equilibrio, el coste marginal social
φ es igual al beneficio marginal social χ. La ecuación [30] refleja el beneficio margi-
nal de una empresa de la industrial Z de la ciudad; mientras que [31] y [32] expresa
que PX (precio del bien X) y ζ (precio de Z) son iguales al coste marginal de produc-
ción. Por último, la condición [33] nos ilustra cual es el coste marginal privado en el
límite de la zona residencial rf de la ciudad.
A partir de las condiciones de optimización y de transversalidad podemos anali-
zar la relación que existe entre la producción óptima y de equilibrio en una empresa
del sector Z y el diferencial de renta del suelo y los costes fijos, cuando la ciudad
alcanza su tamaño óptimo25.
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26 LMQ es el punto donde la PMQ alcanza su valor máximo.
5. TAMAÑO ÓPTIMO Y DE EQUILIBRIO EN UN SISTEMA DE CIUDADES
Este estudio quedaría incompleto, si no investigamos la relación entre el tamaño
óptimo y de equilibrio en una ciudad (teorema 7) y la dimensión óptima de las ciu-
dades del sistema (teorema 8):
Teorema 7. i) En una ciudad especializada B, en la que hay pleno empleo, si 
, entonces NOB > N*B (siendo 
NOB el tamaño óptimo de la ciudad B).
ii) Si 
Interpretación geométrica. i) El beneficio social marginal χB en la ciudad B es:
[34]
Si comparamos la expresión anterior con la ecuación [6], concluimos que χB >
PMQ, ∀ LQ∈(0, LMQ)26; y χB > PMQ, ∀ LQ∈(LMQ, ∞), tal y como se puede observar en
la figura 10. Bajo estas condiciones se concluye que LOQB > L*QB, y dado que existe
pleno empleo en ciudad B, entonces NOB > N*B (ecuación [22]).
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ii) De la figura 11, se infiere, que χB > PMQ, ∀ LQ∈(0, LMQ); y , χB < PMQ,
∀ LQ∈(LMQ, ∞). Bajo estas condiciones se concluye que LOQB < L*QB, y dado que exis-
te pleno empleo en ciudad B, entonces NOB < N*B (ecuación [22]).
Este teorema pone de manifiesto, que en la fase inicial de formación del sistema
de ciudades, en las que existen economías de localización (es el caso de la ciudad
especializada B), las empresas j de la industria Q no se benefician, ya que emplean
una cantidad L*Q. La ciudad alcanzaría su tamaño óptimo NO, si las empresas de la
citada industria empleasen LOQ unidades de trabajo, es decir, si se igualara el coste
marginal privado Y(N, U– ) y el beneficio marginal social χB, dado que estarían inter-
nalizando los efectos externos de localización; simultáneamente, las economías
26 JOSÉ LUIS SÁEZ LOZANO
27 WOM es el salario monetario cuando la ciudad alcanza su tamaño óptimo.
domésticas recibirían un salario WO
m
27 mayor que W*
m
. En una fase posterior apare-
cerán las deseconomías de localización (efectos de desbordamiento), y las empresas
de la industria Q pagarán un salario W*
m
, mayor que el óptimo WO
m
; simultáneamen-
te, las familias incurrirán en un coste marginal Y(N, U– ) mayor, si se compara el cos-
te marginal privado cuando la ciudad alcanza su tamaño óptimo NO.
La dimensión óptima de la ciudad se logra cuando Y(N, U– ) ≡ χ.
Corolario del teorema 7. En una ciudad especializada B, en la que hay pleno empleo,
si 
entonces NOB < N*B, cuando 0 < LQ < ∞ (véase figura 12).
Este corolario viene a concluir, que el tamaño óptimo NO de una ciudad será
mayor que el de equilibrio N*, siempre y cuando, en la fase inicial de formación del
sistema de ciudades, el coste marginal privado Y(N, U– ) aumente menos que la pro-
ductividad marginal PM.
Hasta ahora hemos considerado que el nivel de utilidad U– era constante, sin
embargo, cuando el bienestar familiar es variable se deduce que el tamaño óptimo y
de equilibrio de una ciudad especializada B en la que existe pleno empleo, disminu-
ye (se pasa de NOB1 a N
O
B2
y de N*B1 a N
*
B2
) ante un incremento de U– (se pasa de U– 1 a
U– 2), siempre y cuando el coste marginal privado Y(N, U– ) aumente más que la pro-
ductividad marginal PMQ, a medida que se incrementa el nivel de población activa
ocupada LQ ( véase figura 13).
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Tal y como avanzamos en la introducción de este epígrafe, no podemos concluir
sin analizar por qué una ciudad especializada B emplea a más personas que otra ciu-
dad A diversificada, cuando ambas alcanzan su dimensión óptima, existe pleno
empleo y LX
–
> 0 (teorema 8).
Teorema 8. Sea un sistema de ciudades A (diversificada) y B (especializada) 
que alcanzan su dimensión óptima y en las que existe pleno empleo, si 
, (siendo l = A y B),
entonces LOQA > L
O
QB y N
O
A > NOB.
Interpretación geométrica. El beneficio social marginal χA en la ciudad A es:
[35]
Si comparamos las expresiones [34] y [35], concluimos que χA < χB para todo
valor de LQ > 0, siempre y cuando ; de ahí, que LOQA > L
O
QB, tal y
como se evidencia en la figura 13. Por otra parte, dado que –LX > 0 y existe pleno
empleo, concluimos que LXA + LQA > LQB cuando las ciudades A y B alcanzan su
dimensión óptima y, por tanto NOA > NOB (ecuaciones [21] y [22]).
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6. CONCLUSIONES
Una vez expuesto el modelo bisectorial que explica la formación y el crecimien-
to de un sistema de ciudades, ha llegado el momento de hacer balance de las princi-
pales conclusiones que se derivan del mismo, con el fin de concluir, si se han logra-
do cubrir los objetivos anunciados en la introducción. Sin embargo, antes de
comenzar a enunciar los principales resultados del estudio, es preciso recordar los
tres grandes supuestos sobre los que se fundamenta este modelo, pues en gran medi-
da condiciona las conclusiones obtenidas: (1) en cada aglomeración urbana existen
dos sectores (economías domésticas y producción), (2) las familias poseen un nivel
de utilidad exógeno, y (3) las funciones de producción se caracterizan por depender
tan sólo del input trabajo, presentan rendimientos constantes a escala y el factor de
progreso técnico es neutral en sentido de Hicks (y representa los efectos externos de
aglomeración).
Uno de nuestros objetivos era analizar el papel que juegan los efectos externos de
aglomeración en la determinación del tamaño de un sistema de ciudades monocén-
tricas y abiertas en una situación de equilibrio. De todo el análisis anterior, podemos
concluir, que en una primera fase de desarrollo, en la que existen economías de aglo-
meración, la ciudad especializada es más grande (mayor población) y emplea a más
trabajadores que la diversificada. Sin embargo, en una segunda etapa, es decir, cuan-
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do aparecen las deseconomías de aglomeración, la ciudad diversificada alcanza una
dimensión mayor y emplea a más población activa, que la especializada.
Otro objetivo que nos fijamos era investigar cuando se alcanza la dimensión ópti-
ma en un sistema de ciudades. Del análisis de las condiciones de optimización y
transversalidad concluimos, en primer lugar, que la producción óptima y de equili-
brio de cada empresa coincide con la de equilibrio; y en segundo término, cuando la
ciudad alcanza su dimensión óptima, el diferencial de renta del suelo es mayor o igual
que el coste fijo de producción.
No podíamos concluir nuestro estudio, sin analizar la relación entre el tamaño de
ciudad en equilibrio y la dimensión óptima. En una primera fase de desarrollo, en la
que existen economías de localización, las empresas no se benefician de los efectos
externos positivos generados por esta fuerza de aglomeración y, por tanto, la ciudad
alcanzará su dimensión óptima cuando el coste marginal de cada unidad productiva
se iguale al beneficio marginal social. Sin embargo, en la fase siguiente, cuando apa-
recen las deseconomías de localización, las unidades de producción se ven perjudi-
cadas por los efectos nocivos generados. En cualquier caso, la dimensión óptima será
menor que el tamaño de equilibrio, siempre y cuando el coste marginal privado
aumente menos que la productividad.
A modo de conclusión, hemos de reiterar que este trabajo contribuye, tal y como
no propusimos en la introducción, a mejorar y ampliar la literatura existente acerca
de la interacción entre estructura de mercado, economías de aglomeración y sistema
de ciudades. 
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APÉNDICE
A. Notas matemáticas
A.1.
La función de utilidad separable y estrictamente cuasicóncava que consideramos
en este caso es:
siendo X el consumo familiar del bien X; h es el suelo urbano ocupado por una eco-
nomía doméstica; Z el consumo familiar de otros bienes diferentes a X, que es una
combinación de los distintos bienes Z producidos por las empresas j; el parámetro γ
a là Dixit-Stiglitz, γ∈(0, 1), representa las preferencias del consumidor por la varie-
dad de Z, de tal forma que, cuando γ → 1, dichos bienes son sustitutivos, mientras
que cuando γ → 0, hay una mayor preferencia por la variedad y las economías domés-
ticas experimentan una mayor utilidad si incrementan el consumo de todos los
bienes Z. En términos de Atkinson y Stiglitz (1988), se diría que cuando γ → 0, las
familias valoran la diversidad.
Implícitamente, estamos asumiendo que existe una estructura organizativa de
diferenciación de producto. La presencia de bienes diferenciados permite a las eco-
nomías domésticas incrementar su nivel de utilidad, mientras que para las empresas
supone una reducción del coste medio de producción.
A.2.
La función auxiliar de Hamilton es:
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La de Lagrange es:
B. Demostraciones
B.1. Demostración del teorema 1
En un sistema con dos ciudades A y B en equilibrio, con un sector de producción
bisectorial, si Y (N*A, U– ) > / < Y (N*B, U– ), entonces W*mA > / < W*mB (ecuaciones [19]
y [20]) y, por tanto L*XA + L*QA > L*QB, para un nivel de utilidad U
–
. Si además existe
pleno empleo, entonces LXA + LQA > LQB (ecuaciones [21] y [22]) y , por tanto, N*A >
/ < N*B.
B.2. Demostración del teorema 2
Del teorema 1 se infiere que en un sistema con dos ciudades A y B en equilibrio
y pleno empleo, si W*
mA
> / < W*
mB
, entonces N*A > / < N*B. Si además, tan sólo se pro-
duce un único bien Q, entonces LQA > / < LQB (ecuación [22]).
